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Abstract 

Les resultats de cet article concernent le probleme de I'existence 
de representations d'un groupoi'de topologique sur un fibre princi- 
pal et leur classification a transformation de jauge pres. De telles 
representations interviennent naturcUemcnt dans divers contextes (theo- 
ries de jauge classiques ou sur graphe, fibres equivariants, etc). 
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1 Presentation des resultats 



Soit X un espace topologique. Un X-groupoide est un espace topologique 
C muni de : 

a) deux applications continues a,/3 : C — > X {source et but). Pour 
x,y £ X, on note := a-^{{x}), CV := /3-^{{y}) et Q := n C7f. Le 
groupoide C est dit transitif s\ C| 7^ pour tout x,y £ X. 

b) une composition partiellement definie 

CxxC := {(ci,C2) G C I a(ci) = /3(c2)} ^ C , (ci, C2) C1C2 

qui est continue, C Xx C etant un sous-espace de C x C avec la topolo- 
gie produit. On demande que a(ciC2) = 0(02), /?(ciC2) = /?(ci) et que la 
composition soit associative. 

c) une application continue i : X — > C, associant a x V unite ix S qui 
est element neutre a gauche et a droite pour la composition. 

d) une anti-involution continue c 1-^ de C, envoyant C| sur Cy, telle 
que cc~^ = ia{c) 6t c~^c = ip[c)- 

On suppose que X est muni d'un point base * £ X. En vertu de d), 
I'espace C* est un groupe topologique que Ton note Q.c- 

On pent voir C comme I'espace des morphismes (tons inversibles) d'une 
petite categoric topologique dont I'espace des objets est X. C'est le point 
de vue de [ [Ma| . Si Ton prefere les groupoides "sans objets" |Co, II. 5], on 



presentera C comme un groupoide topologique dont I'espace des unites est 
identifie a X. 

Soit G un groupe topologique et soit ^ := {E X) un G-espace 
principal an dessus de X. On entend par la que p est continue et que Ton 
s'est donne une action continue libre E x G ^ E telle que p induise une 
bijection continue du quotient E/G sur X. Par exemple, un G-fibre principal 
sur X est un G-espace au dessus de X qui est localement trivial. On suppose 
que I'espace E est pointe par * e 

Une representation d'un X-groupoi'de G sur un G-espace ^ est une 
application continue w : G xx E ^ E {oil G est vu au dessus de X via a) 
telle que, pour tout c,dGG,zGEetg&G, on ait 

1. p{w{c,z)) = /3{c). 

2. w{cd, z) = w{c,w{d, z)). 

3. w{c~^ , {w{c, z)) = z. 
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4. w{c,z- g) = w{c,z) ■ g. 



Par exemple, si X = *, alors C est un groupe topologique et w corre- 
spond a une representation (= homomorphisme continu) de C dans G. Plus 
generalement, si w est une representation de C sur ^, I'equation w{c^i) = 
* • h{c) definit un homomorphisme continu : ~^ G appele Vholonomie 
de w. 

Les resultats de cet article concernent I'existence et la classification de 
representations d'un X-groupoide C sur un G-fibre principal 5, donnes. Nos 
hypotheses principales seront que C est un X-groupoi'de localement trivial 
et G un groupe SIN (definitions ci-dessous) . 

Soit C un X-groupoi'de. Une C -contraction est une application continue 
p : Up ^ G* , oil Up est un ouvert de X, telle que a{p{x)) = x. Soit 
Contc'(X) I'ensemble des C-contractions. Le X-groupoide G est dit locale- 
ment trivial si {Up \ p € Contc'(X)} est un recouvrement ouvert de X 



( [|Ma| , p. 32]; cette definition coincide avec la terminologie de [Eh] si C est 
transitif). Si le recouvrement {Up} est de plus numerisabl^, c'est-a-dire s'il 
existe une partition de I'unite {pp : X ^ [0, 1]} qui lui est subordonnee, on 
dira que G est un X-groupoide localement trivial numerisable. Plusieurs 
exemples naturels de tels groupoides sont presentes au paragraphe |^. 

Reprenant les idees de Ch. Ehresmann |Eh|, nous demontrerons au § ^ 
I'existence d'une representation universelle de G et d'un principe de recon- 
struction : 



Theoreme 1.1 (Theoreme A) Soit C un X-groupoide localement trivial 
numerisable. Alors : 

a) I'application P : G^, ^ X est un i^cfibre principal numerisable (que 
nous appellerons ^c)- La formule w{c,u) := cu definit une representation 
de C sur ^c- 

b) soit 5, := {E X) unG -espace principal muni d'une representation 
w de G. Alors est le fibre associe a 

E = G^ X G = Xfiw G , 

oil VLc agit d gauche sur G via Vholonomie de w. En particulier, ^ est 
un G-fibre principal numerisable. De plus, la representation w est obtenue 
de w par la formule w{c, [u,g]) = [■w{c,u),g] = [cu,g]. 

^Nous utilisons "numerisable" pour equivalent frangais du neologisme anglais "numer- 
able" introduit par Dold [Do]. De meme, un fibre sera dit numerisable s'il admet un 
recouvrement numerisable d'ouverts trivialisants. 
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Rappelons qu'un G-fibre principal numerisable sur X est induit du 
fibre universel EG BG sur le classifiant de Milnor BG par une application 
continue (unique a homotopie pres) : X ^ BG. En particulier, d'apres le 
theoreme A, un X-groupoide localement trivial numerisable C donnera une 
application vc •= ^ic ■ ~^ BVLq induisant ^c- Le theoreme d'existence 
d'une representation de G sur qui decoule facilement du theoreme A, est 
le suivant : 

Theoreme 1.2 (Theoreme d'existence) Soit G un X-groupoide locale- 
ment trivial numerisable et ^ un G-fibre principal. Alors, ^ admet une 
representation de G si et seulement si il est numerisable et s'il existe un 
homomorphisme continu cf) : Vtc — > G tel que Btpovc soit homotope a v^. 

Ayant resolu la question de I'existence, interessons-nous a I'ensemble 
7^(C, ^) des representations de C sur ^. II est muni d'une action du groupe 
de jauge ^ de ^. Les elements de G, les transformations de jauge, sont les 
automorphismes G-equivariants de E an dessus de idx- Pour w G TZ{G,S) 
et X £ ^) on definit par 

'u;^(c,z) := x'^{w{c,x{z))- 

ce qui donne une action a droite de Q sur TZ{G, S). Le sous-groupe invariant 
Qi de Q forme des transformations de jauge * joue un role important car il 
agit librement sur 7^(G, ^) (voir |5.5|) . 

Les ensembles 7^(C, ^) et Q sont munis de la topologie compact-ouvert 
(CO-topologie). Nous demontrerons, au § ^ que Q est un groupe topologique 
et que Taction TZ{C,(,) x — > TZ{G,^) est continue, ceci sous I'hypothese 
que G est SIN. Rappelons qu'un groupe topologique est SIN, si son element 
neutre admet un systeme fondamental de voisinages qui sont G-invariants 
(par conjugaison; SIN = small invariant neighbourhood). Par exemple, les 
groupes compacts, abelien ou discrets sont SIN (voir [pa[| , pour la litterature 
classique sur ces groupes). Nous montrerons que si G est SIN, la CO- 
topologie sur TZ{G,(,) et G provient de structures uniformes et que toutes les 
operations sont uniformement continue (voir § P). 

Pour etudier les quotients TZ{G, Q/Qi et 7^(G, introduisons I'espace 
7^(^7(7, G) des representations (i.e. homomorphismes continus) de Vtc dans 
G, muni de la CO-topologie. Soit TZ{^c^ G)^ le sous-espace des cf) G lZ{^c^ G) 
tels que I'application composee n{4>) := Bcpovc soit homotope a {TZ{Clc, G)^ 
est une union de componates connexes par arc de 71(0,0, G)). 
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Au niveau des espaces classifiants, on designe par Map BG)^ I'espace 
des applications continues pointees de / : X ^ BG qui induisent ^, muni 
de la CO-topologie. 

Un espace topologique Z est dit semi-localement contractile si tout z G 
Z admet un voisinage dont I'inclusion Uz ^ Z est homotope a une 
application constante. Cette condition ne depend que du type d'homotopie 
de Z. 

Theoreme 1.3 (Theoreme B) Soit C un X-groupoi'de localement trivial 
numerisahle et separe. Soit ^ un G -fibre principal numerisahle sur X. On 
suppose que G est SIN, que X est localement compact et que Map BG)^ 
est semi-localement contractile. Soit h : TZ(C,(,) — > TZ{Vlc,G)^ I'application 
qui a une representation de C w associe son holonomie . Alors h est est 
un Qi- fibre principal. 

Nous ne savons pas si I'liypothese "Map BG)^ semi-localement con- 
tractile" est toujours verifiee. Observons que cette condition ne depend que 
des types d'homotopie de X et de G. Elle est vraie si, par exemple, X 
est compact et G est un groupe de Lie compact. En effet, BG a alors le 
type d'homotopie d'un CW-complexe denombrable, limite inductive quo- 
tients de variete de Stiefel § 19.6]. L'espace Map*(X, SG)^ est ainsi 
semi-localement contractile par | MilJ , lemmes 2 et 3 p. 277]. D'autre part, 



tout recouvrement d'un espace compact est numerisahle, ce qui prouve le : 

CoroUaire 1.4 Soit C un X-groupoi'de localement trivial et separe, avec 
X compact. Soit ^ un G-fibre principal sur X avec G un groupe de Lie 
compact. Alors h : TZ{C,^) — > TZ{^lc,G)(^ est est un Qi-fibre principal. 

Le theoreme B montre que le quotient TZ{C,S)/Qi est homeomorphe a 
TZ{Qc-,G)^. Pour decrire TZ{C,^)/Q, on considere Taction a droite de G sur 
7l{Clc,G) par conjugaison. Si G est connexe par arc, cette action preserve 
7^(Oc,G)5. 

Theoreme 1.5 (Theoreme C) Avec les hypotheses du theoreme B, I'appli- 
cation h induit un homeomorphisme Tl{G,^)/Qi TZ{Vlc,G)^. Si, de 

plus, G est connexe par arc, elle induit un homeomorphisme Tl{G,^)/Q -—>■ 
n{^}c,G)^/G. 

Les theoremes B et C presentent une analogic avec des resultats de la 
theorie de jauge qu'il serait interessant d'etudier plus a fond. On sait que, si 
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^ est un G-fibre differentiable sur une variete compacte X {G groupe de Lie 
compact connexe), alors I'espace des connexions sur modulo Qi a le type 
d'homotopie faible de Map'{X, BG)^: Prop. 5.1.4]. On verra au § ^ 

qu'une connexion donne une representation d'un groupoide D(X) construit 
a I'aide des chemins dans X lisses par morceau. Pour I'instant, observons 
que les espaces Tl{Q,c^ G)^ et Map BG)^ sont relies par une application 



continue n : TZ{Q.c,G)^ — > Map*(X, (details en 5^) dont on pent 
decrire la fibre homotopique lorsque X est "bien pointe" : 

Theoreme 1.6 (Theoreme D) Supposons que Von ait les hypotheses du 
theoreme B et que I 'inclusion {*} C X soit une cofibration. Alors, la fibre 
homotopique de n : TZ{QctG)^ Ma,p'{X, BG)^ a le type d'homotopie 
faible de n{C,0- 

Le § ^ est consacre a la preuve du theoreme A et du theoreme d'existence. 
Les § ^ et preparent aux preuves des theoremes B,C et D qui sont donnees 
dans le § |5[ Enfin, le § ^ presente quelques exemples et applications. 

Remerciements : Ce travail a beneficie du support du Fonds National 
Suisse de la Recherche Scientifique. L'auteur tient egalement a remercier E. 
Dror-Farjoun, P. de la Harpe et R. Vogt pour d'utiles discussions. 



2 Preuve des theoremes A et d'existence 

Lemme 2.1 Soit C un X -groupoide localement trivial numerisable. Soit 
i:{E-^X) unG -espace principal admettant une representation w de C. 
Alors, ^ est un G -fibre principal avec recouvrement trivialisant (numerisable) 
{Up I p G Cont c{X)}. Plus precisement, ^ restreint a Up admet la triviali- 
sation ip"^ : p^^{Up) ^ Up x G donnee par 

i^p(z) ■■= {p{z),Xi,(z)) ou w{p{p(z)),z) = *Xu,(z). (1) 

Preuve: II est banal que est G-equivariante et on verifie que inverse 
deV;f est ■.= w{p{x)-\i)-g Q 

Preuve du theoreme A Observons que I'application (3 : ^ X est 
surjective si C est localement trivial. En effet, si x G X, il existe p € 
Contc'(X) telle que x Up et alors x = I3{p{x)~^). L'action de sur G=k 
est definie par u ■ c := uc. Si (3{u) = /3(n), alors u = u ■ c avec c := {u~^ u). 
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L'application (3 induit done une bijection continue (3 : C^^/Vlc X- Les 
trivialistions construites ci-dessous font que f3 est ouverte et done f3 est un 
homeomorphisme . 

Pour p € Contc'C-'^), on definit la trivialisation t/jp : (3~^{Up) UpX 
de la maniere suivante: 

tPpiu) = iP{u),p{P{u))u). (2) 

Elle admet pour inverse 

'4^p\x,c) = p{xy^c. (3) 

La ric-equivariance de riiomeomorphisme ipp est banale. Ceci montre que 
/? : — > X est un fibre Oc'-principal avec recouvrement trivialisant numerisable 
{Up}. Le fait que la formule w{c, u) = cu definisse une representation de C 
sur ce fibre provient des axiomes de group oide . 

Passons au point b) du theoreme A. Soit w une representation de C sur 
un G-espace principal ^ := (E X). Le Lemme 2.1 montre que ^ est 
un fibre principal numerisable. L'espace E etant pointe par * G on 
definit ^ : C^, y.^^ G ^ E par 

^{u,g) =w{u,*) ■ g (4) 

a) <I> est bien definie : Soit c G Q^c- On a 

^{uc,g) = w{uc,*) ■ g = w{u,w{c,*)) ■ g = w{u,* ■ h{c)) ■ g = 
= w{u, *) ■ {h{c)g) = h{c)g). 



b) ^ est G-equivariante : evident. 

c) est surjective : Soit z & E. Soit p £ Contc'(X) telle que p{z) £ Up. 
Posons u := p{p{z))^^ G G^^^\ On a ainsi p{^{u,l)) = (3{u) = p{z). II 
existe done un unique g £ G tel que ^{u,g) = <I>(n, 1) ■ g = z. 

d) ^ est injective : Supposons que ^{u,g) = ^{u,g). On a done u = uc 
avec c := u~^u G Vtc et 

^{u,g) = w{uc.,i) ■ g = w{u,w{c.,*)) ■ g = 
= w{u,*) ■ {h{c)g) 

Comme d'autre part 

^{u, g) = ^>(n, g) = w{u, *) • g, 
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il s'en suit que g = h{c)g. Dans xq^ G, on aura ainsi les egalites 
{u,g) = {uc,g) = {u,h{c)g) = {u,g). 

e) $ est un homeomorphisme : Soit p G Contc'(X)}. Avec les triviali- 
sations ipp et -(/^p introduites en (|lj) et (|2|), I'application 

:= ippo<^>oip-^ : Up X {nc Xq^ G)^UpXG 

s'ecrit ^p{x, {c, g)) = {x,h{c)g). L'application $p est done un homeomor- 
phsime pour tout ce qui implique que <I> est un homeomorphisme. 

Preuve du theoreme d'existence Supposons que ^ admette une repre- 
sentation w de C. Par le point b) du theoreme A, ^ est obtenu du fibre 
par la construction de Borel avec I'holonomie . Cela implique que est 
homotope a Bh^ovc- 

Reciproquement, supposons qu'il existe un homomorphisme continu (j) : 
17(7 — > G tel que est homotope a Bcpouc- L'espace total du fibre in- 
duit Uxi*{EG) est de la forme C,, x^c G et admet done la representation 
w{c, {u,g\) = [cu,g\. Le fibre i'xi*{EG) etant isomorphe a ^, cela donne une 
representation de C sur ^. [] 



3 Structures uniformes sur Q et 7?.(C, ^) 

Dans ce paragraphe, ^ : E X designe un G-fibre principal numerisable 
et Q son groupe de jauge, muni de la CO-topologie. Le fait que Q est un 
groupe topologique est non-trivial, car E n'est meme pas suppose localement 
compact. Pour demontrer ce fait, nous allons, lorsque G est SIN, munir Q 
d'une structure uniforme Ug, dont on montrera, si X est separe, qu'elle 



induit la CO-tolopogie (Proposition p. 5]) . La meme strategic sera utilisee 
pour Taction de Q sur 1Z{G,^). 

Pour decrire Ug, considerons l'application continue ■y : E xx E ^ G 
definie par I'equation 

y = z-'y{y,z) , {y,z)eExxE. (5) 

Soit Vg I'ensemble des ouverts F de G contenant I'element neutre et tels 
que V = V~^. Pour V G Vg et K un compact de X, on definit 

0^{K, V) := {{x, x)^Gxg\ j{x{z),x{z)) e V pour tout z € P^HK)}. 
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Comme 0^{Ki, Vi) n 0^{K2, V2) contient 0^(Ki U K2, Fi n ^2), la famille 
0^{K,V) est un systeme fondamental d'entourages de la diagonale dans 
G X Q, determinant, par definition, la structure uniforme JJg sur Q. 

Proposition 3.1 Si G est un groupe SIN, le groupe de jauge Q, muni de la 
structure uniforme \5g, est un groupe topologique. De plus, Q est alors SIN. 

Preuve: Nous allons tout d'abord demontrer que la multiplication QxQ ^ 
Q et le passage a I'inverse sont uniformement continus. La topologie induite 
par \Jg fera done de Q un groupe topologique dont on verifiera directement 
qu'il est SIN. 

Soient xi-, X2, Xi, X2 des elements de Q. Par definition de I'application 

7 : -E Xx -E- — > G, on a, pour z ^ E : 



Par G-equivariance des transformations de jauge, on a : 

Xl°X2{z) = Xl{X2{z) ■ -l{X2{z),X2{z))) =Xl{X2{z)) ■ ^{X2{z),X2{z)) = 

= Xi{X2{z))-l{xi{X2{z)),Xi{X2{z)))--i{x2{z),X2{z)) 

On en deduit que 

l{Xi°X2{z),Xi°X2{z)) = l{xioX2{z),Xi°X2{z)) l{X2{z),X2{z)). 

Soit V G Vg- Comme G est un groupe topologique, il existe G Vg tel que 
W ■ W C V. La condition (xioX2, X10X2) G 0^{K,V) sera vraie si (xi,Xi) 
et (x2,X2) sont dans 0^{K,W). Ceci demontre la continuite uniforme de 
la composition Q x G ^ Q. 

Pour le passage a I'inverse, soient X; X ^ ^- Les equations 



xi°X2(2;) =xi°X2(2;) •7(xi°X2(2;),xi°X2(2;))- 



X{z) = z--f{x{z),z) 



X{z) = z-'j{x{z),z) 



donnent 



X{z) = xiz)-j{x{z),z) ^■'y{x{z),z) 



d'oii 



l{x{z), x{z)) = l{x{z), z) -i{x{z),z). 



(6) 



Observons que 



Xl(X2(2;)) = Xl{z) ■ -r{X2{z),z) = Z ■ -r{Xl{z),z) ■ 7(X2(^), z) 
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et done 

l{xi°X2{z),z) = j{xi{z),z) j{x2{z),z). (7) 

On en deduit que 7(x^"'^(-z), 2:) = ^{x{z), z)^^ . En changeant x, X sn x^^, X ""^ 
dans on obtient ainsi 

7{x~'^iz),X'^{z)) = 'y{x{z),z)'y{xiz),zy^ = 

= l{x{z),z) 7{x{z), x{z)y^ lixiz), 2)"^ 

Soit V G Vg et K un compact de X. Comme G est SIN, il existe un voisinage 
invariant W de I'element neutre contenu dans V. En remplagant au besoin 
W par W U W~'^, on pent supposer que W = W~^. Grace a I'equation 
(I), si G 0^{K,W), alors {x~\x~^) € 0^(K,V), ce qui prouve la 

continuite uniforme de x X~^- 

Pour voir que G est SIN, on utilise que tout voisinage de id^; contient 
un voisinage du type H{K,W) := {x \ (x,id£;) S 0^{K,W)} oil K est un 
compact de X et un voisinage invariant de I'element neutre dans G. Par 
la formule (0), on a, pour tout x S et tout z G E 

l{x''^°X°x{z),z) = 7{x{z), zy^ lixiz), z) -i{x{z),z). 

On en deduit immediatement que H{K,W) est ^-invariant. [] 
Definissons res : Q ^ G par la formule 

X(*) = * •res(x). (9) 

L'equation |^ implique que res est un homomorphisme. Le noyau de res est 
evidemment Qi. Le groupe G est muni de sa structure uniforme naturelle : 
une base d'entourages est donnee par := {[g^g) I gg-^ (Z V}. On obtlcut 
la meme structure uniforme avec la condition g^^g G V lorsque G est SIN. 

Proposition 3.2 Si G est SIN, rhomomrophisme res est uniformement 
continu. Si G est connexe par arc, res est surjectif. 

Preuve: Pour tout V G Vg, on a les {O^ {{*},V) C V, ce qui prouve 
la continuite uniforme de res (ceci ne semble pas utiliser que G est SIN 
mais rappelons que cette condition est necessaire pour que G soit un groupe 
topologique par la proposition |3.1| ). 

La preuve de la surjectivite de res utilise que ^ est numerisable. Soit 
fj. : X ^ R une application continue telle que fi{*) / et dont le support 
est contenu dans un ouvert trivialisant U. Soit ip : p~^{U) U x G une 
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trivialisation. Posons 7/^(2) = {p{z), 5{z)). En divisant par on pent 

supposer que ^(*) = 1. Soit g £ G. Comme G est connexe par arc, il existe 
un chemin continu g{t) avec g{0) = e et g{l) = g. On definit alors x ^ S 
par 




II est clair que res (x) = 9- U 

Nous allons maintenant munir I'espace TZ{G, ^) des representations de 
C sur ^ de la structure uniforme U7e(C, ^) dont une base d'entourages est 
donnee par 

0^{L,V) := {{w,w) G n{G,^)xn{G,0 I j{w{c,z),w{c,z)) £ V\f{c,z) G Lxx 
oil V £ Vg et L est un un compact de C. 

Proposition 3.3 L 'action TZ{G, ^) x ^ — > TZ{G, ^) est uniformement con- 
tinue. 

Preuve: Solent x> X € ^ et tf, if) G Tl{C,^). Pour (c, z) £ C xx E, on 
demontre, comme dans la preuve de la proposition |3]^ que 7(t<)-^(c, z),w^{c, z)) 
est le produit 71 72 73 avec 

71 = l{x~'^{w{c,x{z))),X'^{w{c,x{z)))) 

72 = j{w{c,x{z)),w{c,x(.z))) 

73 = 7(X(^),X(^)))- 

Soit L un compact de C et F G Vg- Si G Vg est G-invariant et satis- 
fait W ■ W ■ W C V , cela prouve, en utilisant la formule que si (x, x) ^ 
0^{a{L),W)nO^{/3{L),W) et (w),?/;) G 1^), alors {w^,w^) G ©^(L,^^). 

D 

Enfin, I'epace 7l{^lc,G) pent etre muni d'une structure uniforme Ut^ 
ayant pour base d'entourages 

O'^iK, V) := {{h, h) G n{Vtc, G) x n{Vtc, G) \ h{c)h{c-^) G Vc G K} 

oil y G Vg et K est un un compact de Jlc". 

Proposition 3.4 Si G est SIN, I'action de G surTZ{Qcj G) par conjugaison 
est uniformement continue. 
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Preuve: Soit V e Vg- Soit W e Vg tel que W soit G- invariant et 
W - W - W <ZV . Soient (p,(p ^ TZi^c, G) et g,g e G. Soit L un compact de 
et c G L. La formula 

montre que g £ W et {f^^if) G 0^{L,W) impliquent que 

Cg-''P~g,g-'^9)^o'^{L,v). U 

Nous terminons ce paragraphe en montrant que les structures uniformes 
considerees induisent la CO-topologie. Rappelons que, par definition, une 
sous-base de la CO-topologie sur I'espace fonctionnel map {X, Y) est formee 
des ensembles CO{K,U) := {/ € map(X, y) | f{K) C U}, ou K parcourt 
I'ensemble des compacts de X et U celui des ouverts de Y . 

Proposition 3.5 Si G est SIN et X est un espace separe, les topologies sur 
Q, TZ{C,(,) etTZ{0,G,G) induites par les structures uniformes Ug, XJ-ji^C,^) 
et JJti coincident avec la CO-topologie. 



Nous aurons besoin d'un analogue du lemme de Lebesgue (voir aussi |Bg, 
II.4.3]) : 

Lemme 3.6 Soit f : K ^ E une application continue d'un compact dans 
I'espace total de ^. Soit U un ouvert de E avec f{K) C U. Alors, il existe 
V eVG tel que f{K) -V CU. 

Preuve: Pour tout z £ K, \\ existe un ouvert Sz de E et Vz G Vg 
tels que f{z)eSzCU et Sz est de la forme a{p{Sz)) x {f{z) ■ Vz ■ Vz), 
oil a est une section locale de ^ au voisinage de p{f{z)). Comme K est 
compact, on a f{K) = Uzeft'o '^^ pour un sous-ensemble fini Kq de K. Soit 
^ := n^G-ftTo ^ ^G- Alors, pour tout z £ K, on a f{z) - V CU. En effet, 
il existe y G Kq tel que f{z) G f{y)Vy d'oii 

f{z)V C f{y) -VyVc f{y) -VyVyCU.U 



Preuve de 3^ : L'affirmation pour TZ{^lc,G) est un fait classique pour 



les applications dans un espace uniforme [Bc| , X.3.4, theoreme 2]. 

Preuve pour Q : Soit x ^ K un compact de E et U un ouvert de E tels 



que xi^) C U. Par le lemme 3.6, il existe V G Vg tel que xi^) -VcU. 
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On a X G (-^^{p{K),V){x) C CO{K,U) (observons que p{K) est compact 
puisque X est separe). 

Reciproquement, soit x ^ S, L un compact de X et V & Vg- H faut 
trouver un ouvert E pour la CO-topologie tel que x G ^ C 0^{L, V){x), ou 
0^{L,V){x) := {x^G \ (X,X) e 0^{L,V)}. Comme G est SIN, il existe 
W eVc qui est G-invariant avec W C V. 

Considerons tout d'abord le cas ou L est contenu dans un ouvert Y de 
X au dessus duquel ^ admet une section a. L'ensemble x{(^{L)) ■ W est un 
ouvert de p~^{L). II existe done un ouvert U de E tel que x{^{L)) ■ W = 
Unp-'^{L). Soit X e CO{(j{L), U). Si z E p~^{L), il existe 5 G G tel que 
z = a{p{z)) ■ g. La G-equivariance de x donne, pour tout n € la formule 

l{x{u ■ g), x{u ■ g)) = g'^ lixiu), x{u)) 9- (10) 

Comme W est G-equi variant, la formule (|lO|) appliquee k u := a{p{z)) 
entraine que "y{x{z),xi^)) £ ce qui prouve que x ^ CO{a{L),U) C 
0^{L,V){x). 

Dans le cas general on recouvre L par un nombre fini d'ouverts trivial- 
isants, L C Yi U ■ ■ -Yn, au dessus desquels on choisit des sections ct, de ^. 
On construit comme ci-dessus les x(crj(Lj)) • C ?7i et on aura 

n 

X G f]COia,{L),Ui) C OS{L,W)ix) C 0^iL,V)ix). D 

i=l 

Preuve pour TZ{C,£,) : Soit w G TZ{C,(,). Soit L un compact de G Xx -E' et 
U un ouvert de E tel que w{L) C f/. Par le lemme |3.6| , il existe V G Vg tel 
que w {L)-V CU et Ton a w G 0^(L, V){w) C GO(L, ?7). 

Reciproquement, soit w G 7^(G, ^), un compact de G et y G Vg- 
Comme G est SliV, il existe W € Vg qui est G-invariant avec W C V. 
Considerons tout d'abord le cas 011 a{K) est contenu dans un ouvert y de X 
au dessus duquel ^ admet une section a. L'ensemble 'w{a{a{K))) ■ W est un 
ouvert de p~^{(3{K)). II existe done un ouvert U de E tel que w{a{a{K))) ■ 
W = U r\p~^{L). On demontre, comme dans la preuve pour Q ci-dessus, 
que w G CO{a{a{K)),U) C 0^{K,V){w). Le cas general s'obtient aussi 
comme dans la preuve pour Q. [] 

4 Groupe de jauge et classifiant de Milnor 

Les resultats de ce paragraphe seront utilises pour la preuve du theoreme D 
et les techniques se retrouveront dans la preuve du theoreme C. 
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Soit ^ : E ^ X et T] : A ^ B deux G-fibre principaux numerisables. 
Tous les espaces sont pointes. Designons par Map q{E, A) I'espace des ap- 
plications continues pointees G-equivariantes de E dans A, muni de la CO- 
topologie. Le passage au quotient donne une application q : Map^(ii^, A) — > 
Map B)^ oil Map B)^ est I'espace des applications continues pointees 
h : X ^ B telles que /i*r/ ,f , muni de la CO-topologie. Le groupe de jauge 
Qi de ^ agit a droite sur Map^(£', A) par pre-composition et q{fox) = qif)- 

Theoreme 4.1 Supposons que X est localement compact, queMap'{X, B)^ 
est semi-localement contractile et que G est SIN. Alors, I 'application q : 
M.apQ{E,A) — > Map'{X,B)^ est un Qi-fihre principal. 



Pour demontrer le theoreme on utilise, dans I'esprit du § une 
sous-base particuliere de la CO-topologie sur Map q{E, A). Considerons 
I'ensemble T des applications G-equivariantes r : q~^{Ur) — > G oii C/r est 
un ouvert de B. Comme r] est un G-fibre principal, la collection {Ur | ^ € T} 
est un recouvrement ouvert de B. Soit / € Map q{E, A). Soit K un compact 
de X et r G T tel que f {p"'^ (K)) e q^^ (Ur) ■ Soit encore V eVc- On definit 
W(/, K, T, V) comme I'ensemble des / G Map q{E, A) telles que , pour tout 
z G p-^{K) on ait qof{z) C Ur et r(/(z)) G r(/(z)) • V. 

Lemme 4.2 Si G est SIN, les ensembles W{f,K,T,V) forment une sous- 
base de la CO-topologie sur Map q{E , A) . 

Preuve: Appelons T la topologie engendree par les W{f,K,T, V) et Tco 
la CO-topologie. Pour L un compact de £' et S un ouvert de A, notons 
GO{L,S) := {h G Map'G{E,A) \ h{L) C S}. Les ensembles GO{L,S) 
forment la sous-base standard de Tco- 

Soit W(/, K, T, y). Soit a : U-r ^ A une section de rj restreint a Ur- 
Comme I'application quotient q{f) G Map*(X, i?)^ envoie K dans Ur, le 
fibre ^ admet une section a au dessus de K telle que fod = croq(f). Soit 
L := ai^K) et S := cr{U) -W oiiW G Vg est G-invariant et contenu dans V. 
Soit / G GO{L, S). Si z G p~^{K), on a z = zq ■ g avec zq := a{p{z)) G L et 

f{z) := f{zo) ■ g G f{zo) ■W-g = /(zq) • 9 ■ {g^' W g) = f{z) ■ W. 

Ceci montre que / G GO{L, S) C W(/, K, r, V) et done T C T^o- 

Reciproquement, soient L un compact de £' et 5 un ouvert de A avec 
/(L) C S. Supposons tout d'abord que S = S{t,V) := a{Ur) x V pour 
V G Vg et a la section de rj restreint a Ur telle que Toa{y) = e, I'element 
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neutre de G. On a done to/(L) C V. Par I'analogue du lemme de Lebesgue 



[B^, II.4.3], il existe W eVc tel que pour T{f{z)) -W CV pour tout z € K. 
II est alors clair que / G W{f,p{L),T,W) C C70(L;S). 

Comme les ouverts S{t, V) forment une base de la topologie de A, on 
aura, en general 

m m 

CO{L,S) = f]CO{Li,S{Ti,V^) D f]Wif,p{Li),Ti,W,) 3 f. 

1=1 i=l 

On a ainsi prouve T D Tco- D 



Preuve du theoreme 4.1 



4.3 Principe de la demonstration : on va montrer que : 

1. g est continue, ^i-equivariante et induit une injection de Map 'q{E, A) / Qi 
dans Map*(X,5)^. 

2. Paction Map^(-E', ^) x — > Map^(£', ^) est libre et continue. 

3. si /i,/2 G Map^(£', ^) satisfont g(/i) = q{f2)-, les points 1) et 2) 
donnent un unique (5(/i, /2) € ^i tel que /2 = /io5(/i, /2)- Ceci definit 
une application 5 : MapQ(£^,j4) x ^j^p • ^^j^ Map^(-E,j4) ^ Qi. On 
demontre que 5 est continue. 

4. I'application (7 admet des sections locales continues. 

Les points ci-dessus permettent de demontrer que q est un ^i-fibre prin- 
cipal. En efFet, pour construire des trivialisations locales, on choisit une 
section continue s : T — > Map^(£', A) de q au dessus d'un ouvert T de 
Map*(X, La correspondance (/, x) ~^ s{f )ox donne une bijection 

continue ^i-equivariante t : T x Qi q^^{T). Son inverse T~^{f) = 
{qif)i ^(siqif)), f)) etant continue par 3), I'application r est un homeo- 
morphisme. 

4.4 L'application q : Map^(£', ^) — > Ma,p'{X, B)^ est continue : Soit 
/ G MapQ(i?, j4). Soit K un compact X et U un ouvert de B avec 

G CO{K,U). On pent ecrire = {JiLiKi oh Ki est un compact 
contenu dans le domaine de definition d'une section locale cTj de ^. On a 
alors 

m m 

q{ fl CO{a,{K,),p-\U)) C f) CO(i^,, ?7) = CO{K, U). 
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4.5 L 'action Map 'q{E, A)^Qi Map q{E, A) est libre et continue : II est 
banal que cette action est libre. Soit (/, x) G Map 'q{E, A)xQi. Considerons 
un voisinage de fox de la forme W(/ox, i^, t, F). Soit W ^ Vg tel que 
W ■ W C V. Comme dans la preuve de la proposition |3.1| , on verifie que 
fox£W(fox,K,r,V) sifGW{f,K,T,W) et {x,x) O^K,W). 



4.6 L'application q induit une injection continue de Map dans 
Map*(X, ; II est clair que q est ^-invariante. Supposons que q{fi) = 
q{f2) =■ /• On a alors des uniques isomorphismes fi : E E{f*r]), 
(i = 1,2). La composition (f) := f2^°fi est un element de Q et fi = f2o(t>. 
(Observons que q est evidemment surjective. Nous omettons ce fait car il est 
redonne par le point 4.8, Cette economic sera avantageuse dans la preuve 
du theoreme B). 



4.7 Continuite de l'application 5 : Solent /i,/2 G MapQ(ii^,j4) telles que 
/2 = fi°X- II s'agit de montrer que x depend continiiment du couple (/i, /2). 
Solent K un compact de X et F G Vg- Soit W ^Vg tel que W - W CV. 
Supposons tout d'abord qu'il existe r telle que K C fi^iUr) n f2^{Ur)- 
Solent /, G W{fi,K,T,W) {i = 1,2) avec /s = hoX- Pour z G p-\K), on 
a 

t(/2(2)) G T{h{z)) ■ W = t(/i(x(z))) • W G t(/i(x(z))) • • i^. 
D'autre part : 

rihiz)) = r{f\{x{z))) = T{h{x{z))Um,x{z)). 

Comme V = V^"^ , on aura x(-z) S x{z)-y ■ Dans le cas general, on utilise que 
K est une reunion finie de compacts Ki tels que K C fi^iUrJ n /2~^(C^Ti)- 



4.8 Construction de sections locales : Nous allons construire une section 
locale au dessus de chaque ouvert T de Map*(X, i?)^ dont I'inclusion T C 
Map*(X, i?)g est contractile. On suppose done qu'il existe une application 
H : / X Map*(X,B)5, ou / = [0,1], telle quei/(0,/) = / et H{IJ) = 
fi. Comme X est localement compact, H donne naissance a une application 
continue h: IxTxX^B jPuj p. 261] telle que h{t, f, *) = *. Designons 
par ht : T X X ^ A l'application continue ht{f,x) = h{t,f,x) et par St 
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I'espace total du fibre induit sur T x X par ht : £t ■= E{h^ri). Vu que 
htif, *) = *, I'espace £t est pointe par (*, S). 

Comme ry est numerisable, le relevement des homotopies donne un iso- 
morphisme de G-fibres pointes de /ijr/ sur /iqT/. D'autre part, on a des 
isomorphismes de G-fibres pointes h^r] T x ffrj ~ T x ^. Tout ceci forme 
un diagramme commutatif 



T xE ^ 


T X E{hlrj) ^ 




£o 


A 


i 


i 


i 


i 


i 


TxX ^ 


TxX ^ 


TxX ^ 


TxX ^ 


B 



Comme Map q{E, A) est munie de la CO-topologie, la ligne superieure deter- 
mine une application continue T — > Mapg(-E', ^) au dessus de I'inclusion 
T C Map*(X, i?)^, c'est-a-dire une section locale continue au dessus de T. 



Par 4.5, la demonstration du theoreme 4.1 est ainsi terminee. De la 
meme maniere, on demontre le resultat analogue pour les applications non- 
pointees q : Map ^(-E, A) Map {X, B)^ : 

Theoreme 4.9 Supposons que X est localement compact, que Map {X, B)^ 
est semi-localement contractile et que G est SIN. Alors, Vapplication 
q : Mapc'(£', A) Map {X, B)^ est un Q-fihre principal. 

Le cas particulier ou r] est le fibre de Milnor EG BG est interessant 
a cause de la proposition suivante, utilisee pour demontrer le theoreme D : 

Proposition 4.10 Soit ^ un G-fibre principal numerisable sur X. Alors, 
I'espace Map q{E, EG) est contractile. Si, de plus, X est localement compact 
et que I'inclusion {*} C X soit une cofibration. Map q{E, EG) est faiblement 
contractile (i.e. ses groupes d'homotopie sont ceux d'un point). 

Preuve: La preuve habituelle que deux applications G-equivariantes /o, /i : 
E — > EG sont toujours homotopes fournit une homotopie canonique en- 
tre /o et /i, qui depend continiiment de (/o,/i) (voir ||Hu| , prop. 12.3]). 
L'espace Map q{E, EG) est done contractile (convexe), de meme que EG = 
Map q{G, EG). Pour montrer I'assertion sur Map 'q{E, EG), il suffit de mon- 
trer que la suite 

Map g{E, EG) ^ Map g{E, EG) ^ EG 
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est, avec nos hypotheses sur X, une fibration de Hurewicz, ou ev est reva- 
luation sur le point base *. 

Soit f : A ^ Map q{E, EG) une apphcation continue et : [0, 1] x A x 
{*} EG une homotopie de evo/. Par passage au quotient, on obtient 
f : A ^ Map (X, BG) et F : [0, 1] x ^ x {*} ^ BG. Comme X est 
localement compact, ces apphcations induisent des appUcations continues 
f" : A X X ^ BG et F; : [0, 1] x A x {*} ^ BG. Etant equivariante, 
I'apphcation induite f : A x E ^ EG est done aussi continue (bien que E 
ne soit pas suppose localement compact). 

Comme * C X est une cofibration, il existe une retraction de [0, 1] x X 
sur {0} X XU [0, 1] X {*} qui permet d'etendre F^'en F : [0,l]x Ax X BG. 
Ceci prouve que Map*(X, BG) Map (X, BG) — > BG est une fibration de 
Hurewicz. Par relevement des homotopies, I'espace total du fibre induit sur 
[0, 1] X ^ X X par Kest G-homeomorphe a [0, 1] x A x E, ce qui produit une 
homotopie F': [0, 1] x A ^ Map q{E, EG) partant / et au dessus de F. [] 



4.11 Remarque : On deduit de et gig que 7ri(Map '(X, BG)^) « 

TTiiBQi) et Tri(Map {X, BG)^) Tri{BQ). Nous ne savons pas, en general, si 
ces isomorphismes sont induits par une application Map {X, BG)^ BQ. 
Observons que des resultats analogues ont ete obtenus dans d'autres con- 
textes (pDlCll, pKj Prop. 5.1.4]). 



5 Preuve des theoremes B, C et D 

Preparatifs : 

5.1 Continuite des foncteurs de Milnor. Nous aurons besoin de savoir que 
les foncteurs S et i? de Milnor sont continus, ce qui ne semble pas figurer 
dans la litterature : 



Lemme 5.2 Soient TZ{F,G) I'espace des homomorphismes continus entre 
les groupes topologiques F et G. Supposons que F est separe. Alors les 
applications 

E : 7^(F, G) Map >(FF, EG) (</> ^ Ec/)) 

et 

B : 7^(F, G) Map' {BE, BG) {(p ^ Bcj)) 
sont continues (tous les espaces etant munis de la CO-topologie). 
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Preuve: Comme I'application Map'p{EF,EG) ^ Map'{BF,BG) est 
continue (se demontre comme |4.4| ), il suffit de donner une preuve pour 
I'application E. 

Rappelons que si P est un groupe toplogique, les elements de EP sont 
representes par des suites {tjPj), ou j € N, tj G [0, 1] et pj G P. On designe 
par Ti : EP — > [0, 1] I'application Ti{{tjPj)) := ti et par 7j : r~"^(]0, 1]) P 
I'application ^i{{tjPj)) := pi (on utilise les memes notations Tj et 7j pour 
tout groupe P). L'espace EP est muni de la topologie la plus grossiere 
telle que les applications et 7^ soient continues. Une sous-base S de cette 
topologie est done constituee par les ouverts du type 

1. T^^{J) ou J est un ouvert de [0, 1]. 

2. 7j~^(V^) oil V est un ouvert de P. 

Soit </)o G Tl-iF, G), K nn compact de EF et U un ouvert de EG tel que 
4>o{K) C Soit CO{K,U) := {a € Map>(EF,SG) | a{K) C C/}. II faut 
montrer que E^^{CO{K, U)) est un voisinage de (po dans TZ{F, G). II suffit 
de le faire pour U £ S (voir ||B^, X.3.4, remarque 2]. 

Si U est du type |^ ci-dessus, cela ne pose pas de probleme. En effet, 
TioE = Ti, d'ou E-^{GO{K,U)) = TZ{F,G). Si U = -i~^{V) avec V un 
ouvert de G, on pose Ki := ^i{K) (7^ est definie sur K puisque TioE = Ti). 
L'espace Ki est compact puisque F est separe. Comme ^ioEcj) = 4>o^i, on a 
<^o G CO{Ki,V) C E~\CO{K,U)). D 

5.3 L'applcation n : 7^(0(7, G)^ ^ Map *(X, En choisissant une 

partition de I'unite pp subordonnee au recouvrement Up {p G Contc'(X)), 
on determine, grace aux trivialisations ipp de (^), une application classifiante 



i^c ■■ X ^ BVtc (voir |lu|, ch. 4, prop. 12.1 et th. 12.2]). II est possible 
de faire ce choix de maniere que vc soit pointee (le point base de EF, pour 
un groupe topologique F, est toujours la suite (le, 0, 0, . . .), 011 e element 
neutre de F; le point base de BE est I'image de celui de EF). Pour cela, il 
faut tout d'abord avoir une partition de I'unite denombrable et trivialisante 
Pi {i = 1,2, . . .) telle que pi{*) = 1. Or, une telle partition existe car : 

a) il existe une partition de I'unite pp et p G Cont c(^) tels que Pp(^x) = 1 
au voisinage de *. Pour voir cela, on choisit p tel que Pp{*) 7^ 0. On considere 
une fonction 5 : [0, 1] ^ [0, 1] telle que d{t) = si t > Pp{*)/2 et S{t) > si 
t < pp{*)/2. On pose 



p' Jx) :-- 



Pp{x) si p = p 

5{pp{x)) pp{x) sinon. 
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Avec ces definitions, 



est une partition de I'unite avec = 1 au voisinage de *. 



b) le precede de [Hu, ch. 4, prop. 12.1] fournit, a partir de la partition 
fip une partition de I'unite (i = 1, 2, . . .) telle que = 1 au voisinage 

de *. 

On peut supposer que p{*) = ip(^). Sinon, p{*) = 6 e Vic et Ton remplace 
p par b^^ p. Dans ces conditions, I'application uc obtenue par |Hu, ch. 4, 



prop. 12.1] est pointee. 

Ayant fixe i^c & map (X, Bi^c) comme ci-dessus, on definit n : 71{Q,Cj G)^ 
Map'{X, BG)(^ par n(0) := B(f)ovc- Comme C est separe, I'application 



B(f) est continue (lemme 5^), d'ou la continuite de n. 



Preuve du theoreme B : Par le theoreme d'existence, on a TZ{C, ^) = % 
si et seulement 7^(0c,G)^ = 0. Dans ce cas, le theoreme B est banal. On 
suppose done que TZ{C,(,) ^ 0. Le theoreme A implique que I'image de h 
est dans 7l{Qc,G)^. Le principe de la preuve du theoreme B est alors le 



meme que celui du theoreme LI (voir L3). 



5.4 h est continue. Soit w E 7^(C, ^). Soit K un compact de Oc", U un 
ouvert de G tels que h^{K) C U. En utilisant une trivialisation locale de ^ 
au voisinage de *, on peut trouver un ouvert U de E tel que U H = * ■ U . 
Alors w G CO{K x {?}, U) qui est un ouvert de TZ{C,£) et 

h{CO{K X m,U) C CO{K,U). 

5.5 I'action TZ{C,£,) x Qi ^ TZ{C,^) est continue et lihre. La continuite. 



utilisant le fait que G est SIN, a ete demontree dans la proposition |3.3| . Soit 
w G 7^(C, et X £ ^- Si X 7^ id_E, il existe z G E' tel que x{^) 7^ -2. Soit 9 G 
C*(^j. Comme x restreinte a p~^{*) est I'identite, on aura w^{6, z) ^ w{6, z) 



ce qui montre I'assertion 5.5. 



5.6 Q-invariance de h : Soit x^Q- Posons x{*) = * ff; autrement dit : 
g := res (x). Pour c G Vic, on a 

S/iM(c) = u;X(c,S) = ;^-l(u;(c,S.5))=X-HS-/i"(c))-<7 = 
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d'ou 

h(^''\c) = Tes{x)-'h^ic)Tes{x) (11) 
et h induit des applications 

5.7 Injectivite de hi : Soient w^w ^ TZ{C,(,) telles que h'^ = . Soit 
z & E. Choisissons p G Cont c'(X) tel que p{z) G Up et notons 6 := p{p{z)) G 
C;^^y Ondefinit 

X{z):=w{9~\w{9,z)). (12) 

Nous allons montrer que I'egalite h"^ = /i^'entraine que xi^) depend pas 
du choix de p. Soit p une autre C-contraction, donnant 6 et xi^)- Rappelons 
que la fibre p~^{*) est identifiee a G par g ^ *-g. Via cette identification, G 
agit a gauche sur et, si c G et y G p^'^i*)-, on a w{c,y) = K'"{c) - y. 

Avec ces conventions, on a 

X(2) = ti(^-\u;(^,z)) =u)(^-i,ti;(^e-i0,z)) = 

= w{9-\w{99-\w{9, z))) = w{e-\ h'"{ee-^) ■ w{e, z)) = 

= w{9-^99~\h'"{e9~^) ■w{e,z)) = 

= w{9-\ W^{99~^)W"{e9^^) ■w{9, z)) = w{e~\w{9, z)) = x{z)- 

V ' 

=1 

On a ainsi defini une application x '■ ^ ~^ ^ qui, par la formule ([l^ ) est 
continue. Son inverse s'obtient en echangeant w et w. Les formules x{z-g) = 
x{z) ■ g, pour g £ G et p{x{z)) = piz) sont banales. De plus, on a x(*) = *) 
d'oii x^Gi- 

Voyons maintenant que = w. Soit z G -B et c G Cp(^z)- Observons que, 
dans la la formule (12), on n'utilise la C-contraction p que pour garantir la 
continuite. La definition de x{z) ne necessite que I'element 9 G C*^^-^ et x[z) 
ne depend pas de 9. En choisissant 9 pour la definition de x{z) 6t 9c~^ pour 
celle de x~'^{w{c,x{z))i on aura 

w^{c, z) = x~^{w{c, x{z))) = x~^{w{c, w{9-^,w{9, z))) = 

= x~^{w{c9-\w{9, z)) = w{c9-\w{9c-^,w{c9~^,w{9, z)) = 
= w{c9~^ ,w{9, z)) = w{c, z). 
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5.8 L'application 6 : TZ{C^£,) ^n(nc,G)c ^(C')O — > G est uniformement 
continue : Soit V G Vq et un compact de X. Supposons d'abord que 
K C Up pour une C-contraction p € Contc'(X). Comme C est separe, les 
sous-espaces L et de C definis par 

L := {p{x) \ x£K}cC* et L'^ := | x G C C*. 

sont compacts. Soit W G Vg tel que W ■ W G V . Soient wi,'W2 G TZ{C,S,). 
II suit de 5^ que 5 satisfait, pour z G p^^(-R'), a I'equation 

6{m,W2){z)=wi{0-\w2i9,z)) (13) 

avec 6* := p{p{z)) G C'*(2)- H s'en suit que si {wi,wi) G 0'^{L~'^,W) et 

(u;2,t(;2) G 0^(L,PF), alors ((5(u;i, zwa), <5(wi, ^^2)) € (-f^, '^')- 

Dans le cas general, on utilise que K := IJpeP ^st un ensemble 

fini dans Contc'(X) et Kp est un compact de Up. On definit, comme ci- 
dessus, Lp := p{Kp) et := p{Kp)^^ et on aura 



pGP 

et 



{5{wi,W2),5{wi,W2))eO^'{K,V). 



5.9 Sections locales : Soit T un ouvert de Map BG)^ tel que I'inclusion 
T C Map '(X, BG)^: soit contractile. Soit S := n~i(r), 011 n : 7^(^^c, G)g 



Map*(X, est l'application definie en 5.3. Considerons l'application 
composee 

N: SxX'^-^TxX'-^BG (14) 

Comme X est localement compact, revaluation evx est continue et N est 
continue. Designons par f := N*EG, I'espace total du G-fibre principal sur 
S X X induit par A^. 

Observons que est aussi la composition 

N:SxX SxBQc^ BG (15) 

de ids X t^c avec l'application d'evaluation (peut-etre non-continue) evQ. 
Comme le i^c'-fibre induit sur X par est : C* on obtient, en 



utilisant (15), que I'espace £ est le quotient de 5 x x G par la relation 
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d'equivalence {(j),ub,g) ~ {(j),u, (l){b)g), oil {(j),u,g) G 5 x C* x G et 6 € 
Qc- Considerons £ comme un espace au dessus de X par I'application 
{<j),u,g) 1-^ P{u) et definissons I'application continue v : C xx £ £ par 
v{c,{(j),u,g)) := {(j),cu,g). 

Comme I'application S Map'{X, BG)^ est homotope a une applica- 
tion constante, on montre, comme dans |4.8| , qu'il existe un homeomorphisme 
G-equivariant S x E £ au dessus de id5xx- Via cet homeomorphisme 
et en composant avec la projection S x E ^ E, I'application v donne une 
application continue v : C xx {S x E) ^ E. A son tour, v determine une 
application continue w : S ^ map (C Xx E,E). On verifie facilement que 
I'image de w est dans TZ{C, ^). La preservation des points base par les divers 
isomorphismes utilises J|kentraine que w est une section locale de h au dessus 
de S. 



Ayant etabli les points 5.4 a |5.9|, la demonstration du theoreme B se 



termine comme explique dans |4.3| . [] 

Preuve du theoreme C : Solent w,w ^ T^iC, ^) et g & G tels que 
= g~^h'^g. Comme G est connexe par arc, il existe, par le lemme 3.2, 



un element x € ^ tel que x(*) = * ' 9- L'equation (|ll|) montre qu'alors 



l^w^ _ i^w^ Comme hi est injective par 5.7, les representations et w 

sont dans la meme classe modulo Gi. Cela prouve I'injectivite de h. Le 
diagramme commutatif 

i i (16) 

n{c,i)/g ^ 7^(^^c,G)^/G 

et le fait que hi soit un homeomorphisme (vu le theoreme B) font que h est 
un homeomorphisme. 

Preuve du theoreme D : 

Lemme 5.10 L'application n est couverte par un morphisme de Qi-fibres 
principaux 

n{C,i) ^ Map'aiE, EG) 

ih i (17) 

n{nc,G)^ Map'{X, BG)^. 
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Le theoreme D decoulera du lemme |5.10| puisque, i I'inclusion {*} C 
X est une cofibration, I'espace Map ^(-E, -EG) est faiblement contractile 
(Proposition |4.10| ). En fait, I'application n est classifiante pour le ^i-fibre 
principal h : 71(0,0 ^ Tl{^c,G)^. 

Preuve du lemme |5.1C1| : Le procede pour fixer I'application Uc vu 
en |5.3| produit en fait un diagramme commutatif 

C* — ^ Ei^c 

1(3 i 

X ^ Enc 

ouOc € map q{C^:, EQc)- L'application n G map g{Tl{C,(,), Map q{E, EG)) 
est definie par h{w) := Eh^oUQ. Le diagramme ^ est bien commutatif. 
Observons que h est obtenue par le procede de [ [Hu| , ch. 4, prop. 12.1] a 



I'aide de la partition de I'unite jlp construite en et des trivialisations tp' 



du lemme 2.1 



6 Exemples et applications 

6.1 Le groupoi'de associe a un fibre principal 

Soit ^-.E^Xun G-fibre principal. Soit EE := EE{0 := {E x E)/G, le 
quotient de E x E par Taction diagonale de G. Denotons par (a, b) I'orbite 
de (o, b) dans EE. On fait de EE un X-groupoide en posant a{{a2,ai)) := 
p{ai), P{{a2,ai)) := ^(02), ix '■= {a, a) avec p{a) = x; la composition vient 
de la formule {as, 02) {(12, ai) = (03,01), ou, plus generalement, 

(03, 4) (02,01) = (03 • 7(02, 02), oi) 

ou 7 est I'application definie en (^). L'inverse est evidemment donne par 
{a,b)~^ = {b,a). Le X-groupoide ainsi obtenu s'appelle le X-groupoi'de 



associe a ^ [Ma, p. 5]. 

Le groupe structural G de ^ est isomorphe a ^Iee par g ^ {* • g,*)- 
Observons que EE est localement trivial numerisable si est numeridable. 
En effet, x 1-^ (*,cj(x)) est une £'£'-contraction lorsque a est une section 
locale de ^. 

Le X-groupoi'de EE a une representation tautologique v sur ^ determinee 
par I'application continue v : {E x E) x E ^ E definie par v{{a,b),z) := 
o • j{b,z); son holonomie est id^- Pour un X-groupoi'de G, designons par 
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Mor (C, EE) I'ensemble des morphismes continus de C dans EE (au dessus 
de idx)- 

Proposition 6.1 La composition avec la representation tautologique donne 
une bijection de Mot {C, EE{^)) surTZ{C,Q. 

Preuve: La bijection inverse w est donnee par ^'ty(c) := {w{c, z), z) 

{z G £^q;(c))- La seule chose non-triviale a verifier est que ^'^ est continu. 
Soit c e C et T ^ ^wic) un ouvert de EE. Soit z G -^^(c)- H existe 

• V nn ouvert de E contenant w{c,z), 

• [7 un ouvert de X contenant x := a(c) = p{z) et a : U ^ E une 
section continue locale de ^ avec (t(x) = z et 

• W eVa 

tels que 7r(F x {o-{U) ■ W)) C T, ou tt designe la projection de E x E sur 
EE. Par continuite de w, il existe A un ouvert de C contenant c et i? un 
ouvert de E contenant z tels que w{A x R) C V. Soient U' un ouvert de 
X etW e Vg tels que x e U' C U, W C W et a{u') ■ W C R. Soit 
A' := Ana-^{U'). On a c G ^' et -^wiA') C Tr{V x {a{U') ■ W) C T, ce qui 
prouve la continuite de en c. G 

6.2 P regroup o'ides 

Comme nous le verrons plus loin, unc facon commode dc dcfinir un groupoide 
topologique est de partir d'une caterorie topologique avec anti-involution 
(pregroupoide ). Soit X un espace topologique muni d'un point base * G X. 
Un X -pregroupoide est un espace topologique C muni de deux applications 
continues a, [i : C X , d'une composition partiellemcnt dcfinic ct d'une 
application x ^ ix de X dans C qui satisfont aux proprietes a), b) et c) de 
la definition du § 1 d'un X-groupoide . En revanche, la condition d) consiste 
seulement en 

d') C est muni d'une anti-involution continue c i— > c, envoyant C^. sur 

CI 

Une representation d'un X-pregroupoide C sur un G-espacc ^ est une 
application continue w : C Xx E ^ E {ou C est vu au dessus de X via a) 
telle que, pour tout c,dEC,zE:EetgE:G, on ait 

1. p{w{c,z))=P{c). 
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2. w{cd,z) = w{c,w{d, z)). 

3. w{c, (w(c, z)) = z. 

4. w{c,z-g) =w{c,z) ■ g. 

Si X est separe, un X-pregroupoi'de determine un X-groupoi'de separe, 
avec la propriete suivante : 

Proposition 6.2 SoitC un X -pregroupoi'de localement trivial numeris able 
avec X separe. Alors, il esiste un unique X-groupoide separe localement 
trivial numerisable C avec un morphisme continu surjectif C ^ C sat- 
isfaisant d la condition suivante : toute representation de C sur un G- 
fibre principal ^ au dessus de X , avec G separe, est induite par une unique 
representation de G . 



La demonstration de 6.2 utilise le lemme suivant 



Lemme 6.3 Soit G un X-groupoide localement trivial. Alors, G est separe 
si et seulement si X et Qc sont. 

Preuve: Supposons que X et VLq soient separes (I'autre sens est banal). 
Comme G est localement trivial, /3 : C* — > X est un ric-fibre principal, 
par le theorme A. L'espace C* est done separe. II en est evidemment de 
meme pour C*. On utilise alors que C = C,, Xf2^ C* pour etablir que G est 
separe. Q 



Preuve de la proposition 6.2 : Soit G I'ensemble quotient de G par 
la relation d'equivalence engendree par cuud ~ cd, pour tout c,d,u S G 
avec P{d) = a{u) = a(c). II est clair que la structure (algebrique) de X- 
pregroupoide descend sur C et que C est un X-groupoi'de (algebrique), 
avec [c]~^ = [c]. La topologie sur C sera obtenue de la maniere suivante : 
considerons I'ensemble /C des paires {K,T), ou 

• K est un sous-groupe normal de Q.^. Le quotient de C par le sous- 
groupoi'de normal Nk '■= {uKu~^ \ u € C**} est alors un X-groupoi'de. 

• T est une topologie sur C /Nk qui fait de C /Nk un groupoide topologique 
et telle que la projection G — >• C /Nk soit continue. 
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Les projections C C/Nk {{K,T) G /C) forment un systeme projectif 
de X-groupoi'des au dessous de C (non-vide, car on pent prendre pour T 
la topologie grossiere). On munit C de la topologie de limite projective 
pour ce systeme de projections. On verifie que C est alors un X-groupoi'de, 
que C* — > (7 est continue et que tout morphisme continu de C dans un 
X-groupoi'de se factorise de fagon unique par I'un des quotient C/Nk- 
Comme C est localement trivial numerisable, C I'est aussi. Nous ignorons 
si la topologie ainsi obtenue sur C est la topologie quotient de celle de C. 

Comme X est separe, I'adherence de {z*} est contenue dans Vic ou elle 
constitue un sous-groupe ferme. En quotientant C par le sous-groupoi'de 
normal engendre par {i*}, on obtient, avec la topologie quotient, un X- 



groupoide C [Ma, Th. 2.15, p. 38]. Comme {i*} est ferme dans ilc", le 



groupe 17(7 est separe. On en deduit que C est separe par le lemme p.3| . II 
est aussi clair que que tout morphisme continu de C dans un X-groupoi'de 
separe factorise de fagon unique par C ^ C. 

Soit w : C X E ^ E une representation de C sur un G-fibre principal 
^. Comme dans la proposition 3^, w determine un morphisme continu 
^u, de C dans EE := EE{S,) tel que ^u,{c) = ^u,{c)~^. Puisque EE est 
localement trivial et que X et G sont separes, I'espace EE est separe par le 
lemme O. Le morphisme se factorise en un unique morphisme continu 

: C EE correspondant, par la proposition 3.1, a w € TZ{C,S). Q 



6.3 Groupoides de chemins 

6.4 Chemins de Moore : Soit X un espace topologique separe. Soit C = 
Ch(X) la categoric des chemins de Moore dans X. Un chemin de Moore est 
un couple (a, c) oia a G R>o et c : [0, a] — > X est une application continue. 

La topologie sur C est induite par I'application (a, c) i— c" de C dans 
map ([0, 1], X), ou c^{t) = c{at), avec la CO-topologie sur map ([0, 1], X)). 
(Observons que C n'est pas separe puisque tons les chemins constants ont 
meme image dans map ([0, 1], X)). Les applications a,(3 : C ^ X sont 
donnees par a(a, c) = c(a) et /3(a, c) = c(0). L'espace est done I'ensemble 
des chemins allant de y a x (cette malencontreuse inversion est due a la 
convention usuelle de la regie de composition des chemins). La composition 
(a, c) = (a2, C2)(ai, ci), lorsque (3{ai,ci) = 0(02,02) est definie par a := 
a2 + ai et 

fc2(i) sit<a2 
\ ci(t - 02) si t > a2 

Cette composition est bien associative et I'unite ix est donnee par le chemin 
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constant [0,0] — > {x}. La definition de I'involution est donnee par (a, c) := 
(a, c) oil c{t) := c{a—t). On verifie facilement que Ch{X) est un pregroupoi'de. 
II est localement trivial si et seulement si X est connexe par arc et semi- 
localement contractile. 

Le groupoi'de separe associe a Ch(X) par la proposition 6^ sera note 
Ch{X) et appele le groupoide des chemins de Moore dans X. 



6.5 Le groupoide fondamental : Soit Chi(X) C Ch(X) I'ensemble des 
classes de chemins (a, c) qui sont des lacets (c(0) = c(a)) et tels qu'il existe 
une homotopie H : [0, a] x [0,1] — > X telle que ^^(0,5) = H{a,s) = c(0), 
H{t,0) = c{t) et H{t, 1) = c(0). Les elements de Chi(X) ferment un sous- 
X-groupoide normal totalement intransitif de Ch{X). L'espace quotient 
7r(X) herite done d'une structure de X-groupoi'de et la projection Ch{X) 
it{X) est un morphisme continu | ]Ma| , Th. 2.15, p. 38]. 

II est clair qu'algebriquement, Tr{X) s'identifie au groupoide fendamental 
de X et ^Ij^i^x) groupe fondamental 7ri(X, *) [ pp| , Ch. 1, § 7]. Cepen- 
dant, tt{X) est ici muni d'une topologie. II est localement trivial si X est 
connexe par arc et semi- localement simplement connexe [ pp[ . Si, de plus, 
X est localement connexe par arc, on pent montrer que ^j^^x) = ni(X, *) 
est discret, que le Q^^^x)-^^''^^ principal du theoreme A est le revetement 
universel de X et que la topologie sur tt{X) s'identifie a celle de [BD|. Nous 
n'utiliserons pas ces resultats. La proposition suivante est interessante pour 
les G-fibres principaux avec G un groupe de Lie. 



Proposition 6.6 Soit G un groupe topologique admettant un voisinage de 
son element neutre qui ne contienne aucun sous-groupe non-trivial. Alors, 
toute representation de Ch{X) sur un G-espace principal ^ au dessus de X 
se factorise par une representation du groupoide fondamental it{X) de X . 

Preuve: Soit w € TZ{Ch{X) , S^) . On regarde w comme un morphisme 
continu w : Ch.{X) —>■ EE{^) par le lemme |6.1| . II s'agit de montrer que 
Chi(X) C keruj. 

Pour X G X, designons par Vois^; I'ensemle des voisinages ouverts de 
X. Observons que I'ensemble {Ch(II^)!^ | W G Voisx} constitue un systeme 
fondamental de voisinages ouverts de ix dans le monoi'de C\i{X)^. En choi- 
sissant x G E^, on obtient une holonomie : Ch(X)i^ — > G en x qui 
est un morphisme continu de monoi'des avec anti-involution. Comme il ex- 
iste un voisinage de I'element neutre dans G qui ne contient aucun sous- 
groupe non-trivial et que chaque element de {Ch(l^)i^ | W G Vois^^} est 
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un sous-monoide avec anti-involution de Ch(X)^, on en deduit qu'il existe 
Ux G VoiSa; tel que Ch{Ux)% C kerh'^. Soit ChiodX) le sous-groupoide 
normal de Ch(X) engendre par Pimage des Ch.{Ux)x pour tons les x E X. 
Par ce qui precede, on a Chioc(-^) C kerw. 

Soit 7 € Chi{X)'-^ represente par un lacet c : [0, a] X en x. Par 
definition de Chi(X), il existe une homotopie de lacets H : [0, a] x [0, 1] ^ X 
entre c et le lacet constant. Par I'argument habituel du nombre de Lebesgue, 
on peut decomposer [0, a] x [0, 1] en petits rectangles Ri (1 = 1,..., N) tels 
que H{Ri) C Ux(^i)- H s'en suit facilement que 7 G Chioc(^) C kerw;, ce qui 
prouve que Chi {X) C ker w. {] 

6.4 Chemins lisses pair morceaux — Connexions 

Soit X une variete difFerentiable paracompacte. On denotera par D = 
D(X) I'espace des chemins par morceau sur X. En tant qu'ensemble, 
D est le sous-pregroupoi'de dc ChX forme des chemins qui sont des com- 
positions de chemins C^. La topologie, plus fine, s'obtient via I'application 
(a, c) I— en topologisant I'ensemble M" des applications par morceau 
de [0, 1] dans X. Pour cela, soit 

P = {to = < ti < ■ ■ ■ < tfc = 1} 

un partage de [0, 1]. Soit 

Ml := {c G M« I C|[i,,i,^,] e CH[ti,U+,],X)} 

ou C^{[a,b],X) est I'espace des applications de [a,b] dans X muni de la 
topologie C^. On a une application Mp —>■ C^([0, 1],X)*^ donne par 

/ tt tt t \ 

en etendant la definition dc a une chemin c : [a,b] — > X par c^{t) := 
c(a + {b — a)t). L'application (a, c) 1-^ induit une topologie (non-separee) 
sur m|,. Si P' est un partage plus fin que P (i.e. P C P'), on verifie que 
I'inclusion naturelle Mp C M^,, est continue. La topologie sur M est, par 
definition, celle de limite inductive des Mp pour tons les partages de [0, 1]. 

Lc groupoi'dc scparc associe a D(X) sera note D(X) ct appclc Ic groupoi'de 
des chemins lisses par morceaux dans X. Si X est connexe, alors D(X) est 
localement trivial numerisable. On a un morphisme evident de groupoides 
topologiques de D(X) dans Ch(X). 
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Proposition 6.7 Soit G un groupe de Lie et ^ : E — > X un G-fibre prin- 
cipal dijjerentiable G^ au dessus d'une variete X. Soit A une connexion 



sur ^ ^Kh, Ch. II]. Alors, le transport parallele associe a A determine une 



representation de 'D(X) sur ^. 



Preuve: Par la proposition |6 .21 , il suffit de voir qu'une connexion A definit 
une representation wa '■ D(X) x E ^ E de D(^), le point WAicjz) etant 
le resultat du transport A-parallele de z au dessus de c. Les conditions 
1. a 4. de la definition d'une representation decoulent immediatement des 



proprietes classiques du transport parallele ||KN| , Ch. II, prop. 3.2. et 3.3]. 
La seule chose a verifier est que wa est continue en tout (c, z) € D(X) x E. 
Vu la topologie sur 1l){X), il est suffisant de la faire pour c :G C^([0, 1], U) 
oil U est un ouvert de X trivialisant pour et domaine d'une carte. On 
pent done supposer que ii^ = C/ x G ou C/ est un ouvert d'un espace euclidien 
et z = (c(0), e). Le releve horizontal c de c partant de z s'ecrit alors c{t) = 
{cit),g{t)) ohge G\[0,1],G) avec g{0) = e. 

Considerons un voisinage ouvert Q dans £" de t(;A(c, 2:) = c(l) = {c{l), g{l)). 
II s'agit de tourver un voisinage T de {c, z) dans G^{[0,1],U) x E tel que 
wa(T) C Q. On peut supposer que Q est de la forme S x (5(1) • V) oil 
V G Vg oil S est un ouvert de U. Soit e > tel que la boule ouverte 
B{0,e) de centre et de rayon e dans T^G = Lie(G), muni de la metrique 
de Killing, est envoyee diffeomorphiquement sur W € Vg avec W ■ W C V . 



Par [KN, Ch. II, prop. 1.1], la connexion A est donnee par une 1- 



forme ja € r2-^(£', Lie (G)) et Ton a 7A(c(t)) = pour tout t puisque c est 
horizontal. Par continuite de ja, il existe 5 > tel que B{c{l),5) C S et 

sup {||ci(t)-c(t)||,||ci(t)-c(t)||} <(5 ^ ||7A(ci(t))|| <e (18) 

tG[0,l] 

oil ci(t) := {ci{t),g{t)). Soit h G G^{[0, 1],G) la courbe telle que ci(t) ■ h{t) 
soit horizontal. Par [jKN] , preuve du lemme p. 69], la courbe h satisfait 
/i(0) = e et h{t) = T(,Rh{t){l A{ci{t)) , oil Ra est la translation a droite 
g I— > ag. On deduit de (|l8|) que i{h) est < e, oii ^{h) est la longueur de h 
pour la metrique riemannienne sur G obtenue par translations a droite de 
la metrique de Killing. L'exponentielle des rayons donnant des geodesiques 
minimisantes pour cette metrique riemannienne, on en deduit que /i(l) G W . 
L'ouvert T — Tsx {B{c{0),6) x W) de G'^{[0, l],U)x G, ou Ts est I'ouvert de 
^-"^([0, 1], U) apparaissant dans (|l8|), contient (c, z) et satisfait WAiT) C Q. {} 

Le langage des representations de groupoi'des permet de bien poser le 
probleme suivant : quand est-ce que le transport parallele associe a une 
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connexion sur un fibre difFerentiable s'etend aux chemins ? La reponse 
est la suivante : 



Proposition 6.8 Soient G, ^ et A comme dans la proposition 6.1. Alors, 



la representation wa & '^(D(X),^) induite par le transport parallele de A 
s 'etend en un representation de Ch(X) sur ^ si et seulement si A est une 
connexion plate. 

Preuve: Par definition, A est plate si et seulement si et seulement si E 



est feuilletee en varietes horizontales [ KN , II. 9]. II est clair que dans ce cas 



le transport parallele de A s'etend en un representation iva G '^(Ch(X),^). 
Reciproquement, si une telle extension existe, comme le groupe de Lie G n'a 
pas de petits sous-groupes, la proposition |6|^ assure que wa se factorise par 
le groupoide fondamental n(X). Le theoreme de reduction classique [ [KN] , 
II, th. 7.1] montre qu'alors le fibre S^^u : p~^{U) U, an dessus de tout 
ouvert contractile U de X, admet une reduction de son groupe structural 
au groupe trivial et que A restreinte a p~^{U) est plate. Q 

6.5 Theorie de jauge sur graphes 

Rappelons qu'un graphe (non-oriente) T consiste en une paire d'ensembles 
(S'(r),^(r)) (sommets et aretes) avec deux applications q,/3 : A{T) —> S{T) 
et une involution a i— > a sur A telle que a{a) = /3(a) et /3(a) = a{a). Par 
exemple, pour n S N, le graphe [n] se definit par ^([n]) := {0,1,..., n}, 
^(M) := {{hi) j \i- j\ = 1}, a{i,j) :=j, (3{i,j) := i et (i,j) := {j,i). 

Un chemin (de longueur n) dans T est un morphisme de graphes de [n] 
dans r. L'ensemble des chemins dans T forment un 5(r)-pregroupoide Cr, 
muni de la topologie discrete. Les applications source et but, la composition 
et I'anti-involution sont definies comme pour les chemins de Moore dans 
un espace topologique (voir J6.3| ). Observons que A(r) s'identifie naturelle- 
ment au sous-ensemble de Cr forme des chemins de longueur 1. Le ^(r)- 



groupoide associe par la proposition 3^ sera note C(r). II est egalement 



discret et s'identifie au groupoide fondamental de la realisation geometrique 
|r| de r. De meme, f^c(r) s'identifie au groupe fondamental vri([7|, *). Nous 
supposerons que |r| est connexe. 

Ce qui s'appelle en anglais un "G- valued lattice gauge field" sur T cor- 
respond a un G-fibre ^ sur S{r) muni d'une representation w G 7^(C(r),^). 
Comme ^(r) est discret, le fibre ^ est trivial. Une trivialisation pent en etre 
obtenue a a I'aide de w en choisissant un arbre maximal T dans T. En effet, 
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T donne une C(r)-contraction sur tout ^(r). En fixant une trivialisation 
E{^) = Sir) X G de ^, la representation w est determinee par la donnee 
d'une application wi : A{T) G telle que wi{a) = wi{a)^'^. La formule 
reliant w k wi est la suivante : 

w{a,{a{a),g)) = {(3{a),wi{a)g) , a G A(r). (19) 

Dans la litterature sur le sujet, I'application wi est prise comme definition 
d'un "G- valued lattice gauge field" (|Ci, Ch. 7], § 3]). 

Si 7 est fini, le groupe vri(|7|,*) est libre de rang 1 — x(lr|), oii x(|r|) 
est la caracteristique d'Euler de |r|. Le theoremes B et C donnent ainsi des 
homeomorphismes 

7^(c(^),o/al «7^(7^l(|7|,*),G) «Gi->^(iri). (20) 

et 

7^(C(^),0/^ ~ G^-^(I^IVconjugaison. (21) 

Sous certaines hypotheses, la donnee de (^, w) determine un G-fibre 
principal sur |r| qui n'est pas trivial (voir, par exemple, |p^). Par 
(^l|), on obtient une partition de G^"-^^''"'-' /conjugaison en fonction des classes 
d'isomorphisme de qu'il serait interessant d'etudier. 

6.6 Fibres equivariants 

Soit r un groupe topologique agissant a gauche sur X. Le graphe de Taction 

G := {(y,7,a;) eXxrxX|y = 7x} 

est un X-groupoide par les donnees suivantes : a(y,7, x) := x, /?(?/, 7, x) := 
y, ix := (x,e,x), (z, 72, 2/)(2/, 71, x) := (z,727i,x) et (?/,7,x)-^ := (x,7-\y). 
Le groupe Q.c est banalement isomorphe au groupe d'isotropie T^*^ de *. Le 
X-groupoide G est localement trivial si Taction de F sur X est transitive 
et si I'application q -.T ^ X donnee par 7 1— > 7 * admet des sections locales 
continues. Cette application sera alors un T^*^ (le fibre du theoreme A). 
On salt que cette situation se produit si, par exemple, X est le quotient 
r/Lo d'un groupe de Lie F par un sous-groupe ferme Fq [^, § 7.5]. 

Soit ^ : E — > X un G-fibre principal sur X. Une representation de 
G sur ^ est simplement une action a gauche de F sur E telle que la pro- 
jection p : E ^ X soit equivariante. On parle de G-fibre principal F- 
equivariant ou d'action de F sur ^. L'espace TZ^C, ^) classe ces F-actions sur 
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^ a conjugaison par une transformation de jauge pres. Par le theoreme B, 
7^(C,0 « 7e(r{*>,G)^. Remarquons que B Xr{*} EF f« BTi*^; dans le cas 
ou G est abelien, on retrouve ainsi le theoreme A de [LMS]. Les relations 
avcc d'autrcs approches de fibres equivariants, comme par exemple [BH], 
restent a etudicr. 

Void quclqiics exemples : 

6.9 r = 50(3) agissant sur X = S"^ et G = S\ On a Qc = et le 
fibre principal du theoreme A est le fibre tangent unitaire a S"^, dont 
la classe d'Euler est 2. Par le theoreme d'existence, un S'^-fibre principal 
sur 5^ admettra une S'0(3)-action si et seulement si sa classe d'Euler est 
paire. Dans ce cas, I'espace TZ{S^,S^) etant discret (homeomorphe a Z par 
le degre), le theoreme B implique qu'il y a exactement une classe d'action de 
SO{S) sur ^ a conjugaison par une transformation de jauge pres. Observons 
qu'il n'y a aucun choix possible pour Paction sur la fibre au dessus de * ; 
cette action est determinee par ^. 

6.10 r = SU{2) agissant sur X = S'^ et G = . Le fibre ^c" du theoreme 
A est alors le fibre de Hopf ^ S"^. On en deduit que tout S^-fibre principal 
sur admet une S'C/(2)-action unique a conjugaison par une transformation 
de jauge pres. 

6.11 r = SU{2) agissant sur X = S"^ et G = 50(3). II y a deux 50(3)- 
fibres principaux et sur 5^, .^o etant le fibre trivial. Tout deux as- 
socies au fibre de Hopf, ils admcttcnt des SU (2)-actions mais seul ^id- 
met des 50(3)-actions. Un homomorphisme continu de dans 50(3) 
est differentiable, done un element de 7^(5^50(3)) est un sous-groupe a 
un parametre dont I'image est un tore maximal de SO(3). On en deduit 
que si I'on identifie I'algebre de Lie so{3) a (quaternions purs), I'espace 
7^(5^,50(3)) est la reunion des spheres de rayons entiers n = 0,1,2,.... 
Done, Tl{G, ^o)/Qi est homeomorphe a la reunion des 2-spheres de rayons 2n 
(n = 0, 1, 2, . . .) et 7^(C, a celles de rayon 2n + 1. Quant a 7^(C, ^i)/g, 
ils sont tout deux discrets denombrables. 
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